
Вестник ТГУ, т. 12. вып. 4, 2007

ЧИСЛЕННО-АНАЛИТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ ПОСТРОЕНИЯ ВОЛНОВЫХ
ФРОНТОВ В ЗАДАЧАХ УПРАВЛЕНИЯ И ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ ОПТИКЕ 1

c© А.А. Успенский, П.Д. Лебедев

Методы выпуклого анализа [1, 2] и дифференциальной геометрии [3] привлечены для
изучения свойств α-множеств [4, 5]. Конструкции теории α-множеств применяются в ка-
честве инструментов исследования задач теории управления и теории дифференциальных
игр [6, 7]. Введенные в работе понятия биссектрисы множества и псевдовершины кривой
представляют самостоятельный интерес, позволяя исследовать геометрию множеств, вы-
числять их меру невыпуклости. Эти понятия также оказываются полезными при изуче-
нии эволюции множеств достижимости управляемых систем, построении волновых фронтов
[8, 9], вычислении эйконала в геометрической оптике [10, 11]. В работе развивается численно-
аналитический подход к отысканию псевдовершин кривой, вычислению меры невыпуклости
плоского множества и построению на их основе фронтов. Конструируется точное решение
одной задачи быстродействия.

П р и м е р. Рассматривается задача Коши-Дирихле для уравнения в частных произ-
водных первого порядка типа эйконала:

∂2u

∂x2 +
∂2u

∂y2 = 1

u|Γ = 0

Краевое условие определено на кривой Γ — границе некоторой области M ⊂ R2. Источ-
ник волны распределен равномерно вдоль гладкой кривой Γ, эйконал u = u(x, y) на этой
кривой равен нулю.

Минимаксное решение рассматриваемой задачи является функцией оптимального ре-
зультата в задаче быстродействия для соответствующей динамической системы с простыми
движениями.

Разрабатываемый авторами подход к исследованию невыпуклых множеств и построе-
нию волновых фронтов позволяет в ряде случаев находить эйконал аналитическими мето-
дами на основе биссектрис, что, в свою очередь, позволяет находить функцию оптимального
результата для соответствующей задачи быстродействия.

В качестве целевого множества M для задачи быстродействия здесь рассматривается
подграфик функции y = x2. Нахождение точного решения u = u(x, y) сводится к классиче-
ской задаче математического программирования. Минимаксное решение имеет вид:

u(x, y) =
√

(x− P (x, y))2 + (y − P (x, y)2)2,

где
1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 05-01-00601), гранта Президента РФ по поддержке

ведущих научных школ (НШ-8512.2006.1) и программы научного сотрудничества с СО РАН.
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